Zeszyty Naukowe
Wyzszej Szkoty Bankowej w Poznaniu
2013,t.47,nr 2

Rafal Czyzycki

Uniwersytet Szczecinski

Estymacja jadrowa
w modelowaniu rozkladu stopy zwrotu

Streszczenie. Rozklad stopy zwrotu z inwestycji jest jednym z najczesciej analizowanych i wy-
korzystywanych poje¢ na rynku kapitatowym. Czesto przy korzystaniu w roznego typu badaniach
z funkcji gestosci stopy zwrotu przyjmuje sie klasyczne zatozenie, Ze dana stopa zwrotu charaktery-
zuje sie rozktadem normalnym. W artykule zaprezentowano mozliwosci wykorzystania do modelo-
wania stop zwrotu estymacji jadrowej wchodzqcej w sktad nieklasycznych metod estymacji.
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1. Wprowadzenie

Stopa zwrotu oprocz ryzyka jest jednym z najwazniejszych pojeé¢ w teorii
i praktyce finansow. Jest ona podstawowa determinanta m.in. przy podejmo-
waniu decyzji inwestycyjnych. Od poziomu prawdopodobienstwa osiagnigcia
okreslonego zysku lub poniesienia ewentualnej straty inwestorzy najczesciej uza-
lezniaja decyzj¢ nabycia lub zbycia okreslonych papierow wartosciowych. Przy
szacowaniu wielkosci takiego prawdopodobienstwa, w praktyce bardzo czgsto
przyjmuje si¢ zatozenie o normalnosci rozktadu stop zwrotu. Zatozenie takie jest
réwniez czgsto przyjmowane w roznego typu modelach opisujacych funkcjono-
wanie rynku kapitalowego czy tez majacych wspomagac decyzje inwestycyjne.
Wystepuje ono w modelu wyceny opcji Blacka-Scholsa, w modelu wyceny ak-
tywow finansowych CAMP lub w przypadku wyznaczania warto$ci narazonej
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na ryzyko (VaR). Zalozenie o normalnym rozktadzie stop zwrotu przyjmuje si¢
przede wszystkim w celu przyspieszenia, uproszczenia i utatwienia dokonywania
okreslonych obliczen. Jednak istotne odstgpstwo rzeczywistych stop zwrotu od
przyjetych w zatozeniach moze spowodowac szereg negatywnych konsekwencji.
Moze m.in. by¢ podstawa do zakwestionowania wiarygodnosci, a przez to apli-
kacyjnosci wielu technik, metod i modeli wykorzystywanych do analiz, diagnoz
i prognoz rynku kapitatowego.

2. Badanie normalnosci stop zwrotu

Stopg zwrotu najczesciej definiuje si¢ jako arytmetyczna lub logarytmiczng
stopg zwrotu. W przypadku analizowania arytmetycznej stopy zwrotu R, jej war-
to$¢ wyznacza si¢ za pomoca formuty:

P-P_ +D

e S o Bt
R==—5 ’ (1)

t—1

natomiast logarytmiczna stopg zwrotu wyznaczy¢ mozna jako:

. P+D
R =In————+, b
P, (2)
gdzie:
P, — cena papieru wartosciowego w okresie 7,
P, | —cena papieru wartosciowego w okresie ¢ — 1,

D, — warto$¢ wyplaconej dywidendy w okresie .

W zalezno$ci od przyjetego horyzontu czasowego mozna analizowaé dzienne,
tygodniowe, miesigczne czy roczne stopy zwrotu. Na potrzeby artykutu analizg
ograniczono tylko do dziennych stop zwrotu. Ponadto ze wzgledu na ograniczenia
wydawnicze zaprezentowane wyniki dotycza tylko spotki Kombinat Gérniczo-
-Hutniczy Miedzi (KGHM)), ktorej wyboru dokonano przede wszystkim ze wzglg-
du na duza jej popularnos¢ wsrod inwestorow na Gieldzie Papieréw WartoScio-
wych (GPW) w Warszawie. Badanie obejmuje okres od 11.07.1997 r. (drugie no-
towanie KGHM na gietdzie, czyli moment, dla ktérego mozna obliczy¢ pierwszy
raz dzienna stope zwrotu) do 30.04.2013 r., czyli w sumie 3961 notowan.

Badanie normalnosci stop zwrotu polega na postawieniu dwoch hipotez: hipo-
tezy zerowej, ktora mowi o zgodnos$ci dystrybuanty rozktadu danej stopy zwrotu
z dystrybuanta rozktadu normalnego, oraz hipotezy alternatywnej do hipotezy ze-
rowej zakltadajacej, ze dystrybuanta rozktadu stopy zwrotu nie jest dystrybuanta
rozktadu normalnego.
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K-S d=,05434, p<,01 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-Wilk W=,95692, p=0,0000
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Wartos¢ dziennej stopy zwrotu

Rysunek 1. Histogram dziennej stopy zwrotu dla KGHM w okresie od 11.07.1997 roku
do 30.04.2013 roku wraz z oszacowana teoretyczna linia rozktadu normalnego

Zrodto: opracowanie wlasne.

K-S d=,05218, p<,01 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-Wilk W=,95481, p=0,0000
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Warto$¢ dziennej logarytmicznej stopy zwrotu

Rysunek 2. Histogram dziennej logarytmicznej stopy zwrotu dla KGHM w okresie
od 11.07.1997 roku do 30.04.2013 roku wraz z oszacowana teoretyczna linig rozktadu normalnego

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Wykres normalnosci: stopa zwrotu KGHM
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Rysunek 3. Wykres normalnosci dla dziennej stopy zwrotu akcji KGHM
w okresie od 11.07.1997 roku do 30.04.2013 roku

Zrodto: opracowanie wlasne.

Hipotezy powyzsze weryfikuje si¢ za pomoca odpowiednich testow zgodno-
$ci, do ktorych najczesciej zalicza sig:

— test normalnos$ci Kotmogorowa-Smirnowa (K-S) z poprawka Lilleforsa
oraz

— test W Shapiro-Wilka (wykorzystywany w tym celu pakiet obliczeniowy
Statistical OPL ogranicza wielkos$¢ proby do 5000 obserwacji).

Dla przyjetego okresu badawczego zarowno test normalnosci Kolmogorowa-
-Smirnowa, jak i test Shapiro-Wilka wskazuja, ze rozktady dziennych stdép zwrotu
dla KGHM nie sa rozktadami normalnymi. Dotyczy to arytmetycznych 1 loga-
rytmicznych stép zwrotu. W przypadku arytmetycznych stop zwrotu wystepuje
asymetria prawostronna, natomiast w przypadku logarytmicznych stéop zwrotu
— lewostronna. W obu przypadkach mamy do czynienia z wyraznym rozkladem
leptokurtycznym. Omawiane rozktady wraz z warto§ciami odpowiednich testow
statystycznych przedstawiono na rysunkach 11 2.

Dodatkowym potwierdzeniem tego, ze stopy zwrotu dla KGHM! nie pod-
legaja rozktadowi normalnemu, sa wyniki analizy tzw. wartosci odstajacych.
Narzedziem utatwiajacym taka analizg jest m.in. wykres normalno$ci, na ktorym

! Przeprowadzone badania $wiadcza, ze jest to zjawisko wystepujace w przypadku
zdecydowanej wigkszosci spotek notowanych na gietdzie.



Estymacja jadrowa w modelowaniu rozktadu stopy zwrotu 97

linia prosta obrazuje wartosci dla rozktadu normalnego, natomiast poszczego6lne
punkty przedstawiaja wartosci rzeczywiscie zaobserwowane. Im bardziej punkty
»uktadaja” si¢ wzdtuz linii prostej, tym wigksza jest zgodnos$¢ danego rozktadu
z rozktadem normalnym, natomiast im wigksze sa odchylenia punktow od prostej,
tym wigksze jest prawdopodobienstwo, ze analizowana zmienna podlega rozkta-
dowi innemu niz normalny.

W przypadku stop zwrotu akcji KGHM wykres normalnosci przedstawiono
na rysunku 3. Analizujac ten wykres, zauwaza si¢ wystgpowanie tzw. grubych
ogonodw, czyli wartosci ekstremalnych na koncach przedziatu zmiennosci. Do-
tyczy to zarowno minimalnych (ujemnych), jak i maksymalnych (dodatnich)
stop zwrotu.

Na podstawie powyzszych badan nalezy stwierdzi¢, ze czgsto przyjmowane
a priori zatozenie o normalno$ci rozktadu stop zwrotu nie jest podejSciem wtasci-
wym. Rowniez weryfikowanie hipotez o zgodnosci rozktadu danej stopy zwrotu
z innymi znanymi, klasycznymi rozktadami nie zawsze daje pozadane rezultaty.
Oznacza to, ze czg¢sto jedynym sposobem estymacji nieznanego rozktadu badanej
zmiennej losowej jest wykorzystanie metod nieklasycznych, wérod ktorych coraz
wigkszym zainteresowaniem cieszy si¢ estymacja jadrowa.

3. Pojecie i mozliwosci wykorzystania estymacji jadrowej
w analizie stop zwrotu

Jadrowy estymator ggstosci prawdopodobienstwa jednowymiarowej zmien-
nej losowej definiowany jest wzorem:

A 1 <m X=X,
feo—3 K( ; j 3)

gdzie:
m — liczebno$¢ préby losowej,
h — parametr wygladzania,
K — jadro funkcji, spetniajace nastgpujace warunki:

JiK(x)dx =1, 4
K(x)= K(—x), dla kazdego x€ R, (&)

K(0) =2 K(x), dla kazdego xe R. (6)
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Przy wykorzystywaniu estymacji jadrowej do szacowania funkcji gestosci
wazne znaczenie ma wybor postaci jadra oraz wlasciwe wyznaczenie parametru
wygladzania. Sposrod wielu znanych funkcji, ktore spetniaja wyzej wskazane wy-
magania dla funkcji jadrowej, ostatecznego wyboru dokonuje si¢ przede wszyst-
kim na podstawie efektywnosci danej funkcji oraz dodatkowych wtasnosci, ktore
dana funkcja posiada. Efektywnos$¢ danego jadra jest to stopien, w jakim minima-
lizowana jest warto$¢ scatkowanego btedu $redniokwadratowego MISE (Mean
Intergrated Square Error), definiowanego jako:

MISE :j:E([f(x) - f(x)]zj dx. (7)

Z tego punku widzenia najbardziej efektywne jest jadro Epanecznikowa, zde-
finiowane jako:

3 2 _1
K(x) = Z(l—x) dla xe[-L1], ®

0 dla xe (—eo;]) U (1;0),

a inne, rdwniez czesto stosowane jadro, jakim jest jadro normalne o postaci:

1 2
K(x)= ﬁexp (— xzj 9)

jest jedynie o 5% mniej efektywne od jadra Epanecznikowa. W przypadku in-
nych popularnych funkcji jadra (np. dwuwagowy, trojkatny) spadek efektywnos$ci
wzgledem jadra Epanecznikowa rowniez jest istotnie maty. Z tego tez wzgledu
dokonujac wyboru funkcji jadra, uwzglednia si¢ przede wszystkim jego wtasno-
$ci, takie jak klasa regularnosci, prostota obliczen czy tez inne istotne dla prowa-
dzonych badan cechy jadra (np. jadro normalne ma pochodna dowolnego rzedu,
ale jego catka nie jest wyrazalna wzorem analitycznym, a w przypadku innych
jader catka jest mozliwa do obliczenia, ale pochodna nie istnieje w calej dziedzi-
nie)’. Sam wybor jadra nie ma jednak dla jakos$ci estymacji takiego znaczenia jak
wybor parametru wygladzania 4. Przyjecie zbyt duzej wartos$ci wspotczynnika
wygtadzania powoduje zbyt mocne wygtadzenie estymowanej funkcji gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa, przyjecie natomiast zbyt matej warto$ci spowo-
duje pojawienie si¢ duzej liczby lokalnych ekstremow. Istnieje kilka sposobow
wyznaczenia wartosci parametru wygltadzania 4. Najprostsza z nich jest metoda
przyblizona, ktora sprawdza si¢ jednak tylko w tych przypadkach, kiedy estymo-
wany rozktad jest zblizony do rozktadu normalnego. W tym przypadku jednak

2 P. Kulezycki, Estymatory jadrowe w analizie systemowej, Wyd. Naukowo-Techniczne,
Warszawa 2005, s. 67-68.
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nalezaloby si¢ zastanowi¢ nad celowoscia wykorzystywania w prowadzonych
badaniach estymacji jadrowej. Inng metoda jest metoda podstawien k-tego rzedu,
ktoéra mozna wykorzysta¢ tylko wowczas, kiedy mamy do czynienia z jednowy-
miarowym rozktadem zmiennej losowej i w dodatku przyjeta funkcja jadra jest
rozniczkowalna (2% + 2)-krotnie. Poniewaz w praktyce przy korzystaniu z tej me-
tody przyjmuje si¢ k = 2 (czyli korzysta si¢ z metody 2. rzedu) wystarczy, aby dla
funkcji jadra istnialy tylko cztery pierwsze pochodne. Bardziej uniwersalng meto-
da jest np. metoda krzyzowego uwiarygodnienia, ktéra mozna stosowaé niezalez-
nie od wymiaru analizowanej zmiennej losowej, ale w praktyce wykorzystuje si¢
ja przede wszystkim w przypadku rozktadéw wielowymiarowych. Ponadto nieza-
leznie od sposobu wyznaczenia wartosci parametru wygtadzania, w celu lepszego
dopasowania estymowanej funkcji gestosci do rozktadu analizowanej zmiennej,
dokonuje si¢ modyfikacji parametru wygtadzania. Sprowadza si¢ ona do tego, ze
przy wyznaczaniu warto$ci estymatora jadrowego, jadro wyznaczone dla kazdej
warto$ci i-tej zmiennej koryguje sig o wartos¢ parametru S, > 0, wyznaczonego na

podstawie wzoru:
_[Fe)
S; = (S , (10)

gdzie ¢ jest nieujemnym parametrem decydujacym o intensywnosci modyfikacji,
najczesciej przyjmujacym wartosé 0,5, / (x,) —jest estymatorem jadrowym wyzna-
czonym na podstawie wzoru (1), a § jest §rednia geometryczng z tych estymato-
row, otrzymana jako:

§

exp(;z:’illn(]?(xi))j- (11)

Przy uwzglednieniu wystgpowania parametru modyfikujacego S, estymator
jadrowy dla jednowymiarowej zmiennej losowej definiowany jest wzorem:

f o Ly L=
f@%,mZ”&K[&hj- (12)

4. Wyniki badan

Szacujac rozktad gestosci stop zwrotu z akcji KGHM w okresie od
11.07.1997 r. do 30.04.2013 r., na podstawie wzoru (3), z jadrem normalnym (9),
otrzymano rozktad, ktory przedstawiono na rysunku 4.
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Rysunek 4. Wykres otrzymanej funkcji jadrowej rozktadu dziennych stép zwrotu akcji KGHM
w okresie od 11.07.1997 roku do 30.04.2013 roku bez wspolczynnika modyfikujacego parametr
wygladzajacy oraz z jego uwzglednieniem

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 5. Wartosci wspotczynnika korygujacego parametr wygladzania na tle wartosci
dziennej stopy zwrotu

Zrédto: opracowanie whasne.
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Pomimo ze przecigtna dzienna stopa zwrotu ksztattowata si¢ na poziomie
+0,0953%, to w wyniku analizy otrzymanego wykresu ggstosci, ktory istotnie
rozni si¢ od rozkladu normalnego, mozna m.in. wskaza¢ na dwie dominujace
warto$ci stop zwrotu: wsrdd ujemnych wartosci najczesciej wystgpowaty stopy
oscylujace wokot wartosci —0,757%, natomiast najczesciej wystepujaca dodatnia
dzienna stopa zwrotu byla stopa oscylujaca wokot wartosci +0,856%. W celu wy-
znaczenia warto$ci funkcji gestosci uwzgledniajacej modyfikacje parametru wy-
gladzania, zgodnie ze wzorem (11) wyznaczono warto$¢ § =~ 0,000154, a nastepie
na podstawie wzoru (10) wyznaczono odpowiednie wartosci korygujace s,. Zgod-
nie z zatozeniami teoretycznymi, duze wartosci parametru korygujacego miaty
miejsce w przypadku rzadko wystepujacych stop zwrotu, natomiast w obszarach
stop zwrotu o duzej czestosci wystepowania, wartosci wspdlczynnika koryguja-
cego byly zdecydowanie nizsze. Rozklad wartosci korygujacych s, przedstawiono
na rysunku 5, natomiast wartos$ci funkcji jadrowej uwzgledniajace modyfikacje
parametru wygtadzania, w celu poréwnania z warto$ciami pierwotnie otrzyma-
nymi, na rysunku 4. Wszystkie obliczenia i wykresy otrzymano, wykorzystujac
autorski program napisany w Microsoft Visual Studio Professional 2012.

W tabeli 1 zaprezentowano wyniki poréwnania szacowanego prawdopodo-
bienstwa poniesienia okreslonej dziennej straty na akcjach KHGM w analizo-
wanym okresie, otrzymanego dla zatozenia normalnosci rozktadu stop zwrotu

Tabelal. Porownanie warto$ci dystrybuant: empirycznej, rozktadu normalnego oraz funkcji
jadrowej dla wybranych stop zwrotu KGHM w okresie od 11.07.1997 roku do 30.04.2013 roku

Dystrybuanta Dystrybuanta
Dystrybuanta funkcji jadrowej | funkcji jadrowej
Stopa zwrotu Dystr_ybuanta rozktadu bez modyfikacji z modyfikacja
empiryczna
normalnego parametru parametru
wygladzania® wygtadzania®
-8,02% 0,01 0,0037 0,0106 0,0107
lub mniejsza
—6,41% 0,02 0,0160 0,0200 0,0195
lub mniejsza
-5,37% 0,03 0,0358 0,0315 0,0307
lub mniejsza
—4,86% 0,04 0,0512 0,0412 0,0399
lub mniejsza
—4,46% 0,05 0,0666 0,0519 0,0501
lub mniejsza

* Warto$¢ dystrybuanty wyznaczono, wykorzystujac catkowanie numeryczne.

Zrodto: opracowanie wlasne.
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i z wykorzystaniem oszacowanej funkcji jadrowej. Na przyktad w okresie od
11.07.1997 1. do 30.04.2013 r. w przypadku 1% notowan dzienna stopa zwrotu
z akcji KGHM uksztaltowatla sig¢ na poziomie —8,02% lub mniejszym. W przypad-
ku szacowania prawdopodobienstwa takiej straty przy zalozeniu, ze stopa zwrotu
podlega rozktadowi normalnemu, oszacowane prawdopodobienstwo wynositoby
0,37%, natomiast wykorzystujac w tym celu funkcje jadrowa, przewidywane
prawdopodobienstwo jest zdecydowanie blizsze rzeczywistemu i ksztattuje si¢ na
poziomie od 1,06%, w przypadku braku modyfikacji parametru wygtadzania, do
1,07% w przypadku wykorzystania podejscia z modyfikacja parametru wygtadza-
nia funkcji jadrowe;.

5. Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych w artykule rozwazan mozna przyja¢ dwa
istotne wnioski:

1. Czgsto przyjmowane przy prowadzeniu badan nad rynkiem kapitalowym
wstepne zatozenie, ze stopy zwrotu podlegaja rozktadowi normalnemu, nie jest
uzasadnione. Zaprezentowane w artykule wyniki dotyczg jedynie akcji KGHM,
ale przeprowadzone przez autora inne badania potwierdzaja, ze brak normalnosci
stop zwrotu dotyczy wielu innych spotek notowanych na GPW w Warszawie.

2. W celu wtasciwej analizy rozktadu stop zwrotu z akcji, w wigkszos$ci przy-
padkow nalezy wykorzystywaé nieklasyczne metody, do ktorych nalezy m.in. za-
prezentowana w artykule metoda estymacji jadrowej. W coraz wigkszym zakresie
sprzyja temu ciagly wzrost mocy obliczeniowej komputeréw oraz, co wazniej-
sze, pojawianie si¢ specjalistycznych, dedykowanych nieklasycznym metodom
(W tym symulacyjnym), programow statystycznych.
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Rate of Return Distribution Modeled by the Kernel Function

Abstract. The rate of return is one of the most important concepts in the theory and practice
of finance. 1t is often assumed that it is characterized by a normal distribution. This paper presents
the possibility of using the kernel function in modeling the rate of return.

Keywords: rate of return, density function, non-classical methods, kernel smoothing



