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Rozszerzone kryterium Hurwicza
podejmowania decyzji w procesach logistycznych

Streszczenie. Artykul prezentuje nowe kryterium decyzyjne bazujace na popularnym kry-
terium Hurwicza, znanym z teorii gier z natura. Zostaly w nim przedstawione wlasnosci funkcji
decyzyjnej tego kryterium, zastosowane nastgpnie do nowego algorytmu podejmowania decyzji.
Wspomniane podejécie moze stuzy¢ rowniez jako nowa taktyka wyboru lub oceny wspotczynnika
optymizmu w tradycyjnym kryterium Hurwicza.

Stowa kluczowe: logistyka, problemy decyzyjne, gry z naturg, kryterium Hurwicza, wspot-
czynnik optymizmu

Wstep

Dziedzina wiedzy, jaka jest analiza decyzyjna, to systematyczne, zorganizo-
wane podejscie, pozwalajace menedzerom i analitykom z r6znych dziedzin nauki
podejmowac decyzje w warunkach niepewnosci i ryzyka. Podejmowanie decyz;ji
w warunkach niepewnos$ci oznacza, ze nie znamy prawdopodobienstwa wystapie-
nia przysztych stanow, a ich pojawienie si¢ ma charakter losowy. Nieformalnie na
potrzeby pracy wykorzystano zatozenie sformulowane przez Bayesa, ktore mowi,
ze jesli nie wystepuje réznica pomiedzy prawdopodobienstwem réznych stanéw
natury, to przyjmuje si¢, ze kazda z wykluczajacych si¢ sytuacji wystepuje z takim
samym prawdopodobienstwem'.

' Z. Redziak, Wybrane aspekty podejmowania decyzji w warunkach ryzyka i niepewnosci,
,Studia i Materiaty. Miscellanea Oeconomicae” 2009, nr 13(2), s. 12.
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W teorii gier stosuje si¢ nastgpujace definicje: decydent, czyli osoba, ktdra po-
dejmuje decyzje; gra z naturg opisujaca klase problemow decyzyjnych, w ktorych
pojawia si¢ dwoch graczy: decydent i natura. Drugi przeciwnik nie jest zainte-
resowany wynikiem gry, dlatego decyzje podejmowane przez natur¢ nosza mia-
no stanéw. Optymalng strategiec mozna przyjac, korzystajac z réznych kryteriow
decyzyjnych. Reguty oparte sg na réznych zatozeniach i daja rozne wyniki. De-
cydent powinien wybra¢ reguly decyzyjne, ustali¢ ich parametry, a nastepnie na
podstawie wyliczonych wynikéw przyjac¢ optymalng strategie dziatania?®. W lite-
raturze przedmiotu* pojawia si¢ szereg alternatywnych regut decyzyjnych:

— kryterium Walda (maximin) — kryterium ostrozne, ktore zaktada, ze zajdzie
sytuacja najmniej korzystna dla podejmujgcego decyzje,

— kryterium optymistyczne (maximax) — przeciwienstwo kryterium Walda,
zaktada jak najbardziej optymistyczny stan natury,

— kryterium Savage’a (macierz utraconych szans) — opiera si¢ na postulacie
minimalizacji oczekiwanych strat, wynikajacych z podjetego przez decydenta
wyboru, w stosunku do najlepszej decyzji dla danego stanu natury,

— kryterium Laplace’a (Bernoulliego-Laplace’a) — wybor strategii o najwyz-
szej wartosci oczekiwanej rezultatow kazdej decyzji,

— kryterium Hurwicza — okre$la najlepsza przeskalowana warto$¢ miedzy
maksymalnym a minimalnym zyskiem,

— kryterium Bayesa — podobne do kryterium Laplace’a, lecz znane sg praw-
dopodobienstwa poszczegdlnych stanéw natury, a wyliczana $rednia jest wazona,

— kryterium Hodgesa-Lehmanna — potaczenie kryteriow Walda i Bayesa, wy-
korzystuja wspolczynnik pewnosci (confidence), wskazujacy, ktore z kryteriow
dominuje’,

— kryterium Hurwicza-Savage’a — potaczenie kryteriow Hurwicza i Savage’a,
wspotczynnik ryzyka skaluje wartosci migdzy maksymalnym a minimalnym ,,za-
lem” z macierzy utraconych szans,

— inne bardziej zaawansowane: proporcjonalnie wazone kryterium Laplace’a,
proporcjonalnie wazone z ,,zalem” kryterium Laplace’a, kryterium nostalgiczne®.

2 A. Bujak, Z. Sliwa, Wybrane elementy modelu decyzyjnego (czes¢ 1), ,,Zeszyty Naukowe
WSOWLad” 2003, nr 1(127), s. 19-24.

3 Badania operacyjne, red. E. Ignasik, PWE, Warszawa 2001, s. 158-161.

4 E.K. Zavadskas, L. Ustinovichius, F. Peldschus, Development of Software for Multiple Crite-
ria Evaluation, ,,Informatica” 2003, t. 14, nr 2 (Institute of Mathematics and Informatics, Vilnius),
8. 265-266; Z. Jedrzejczak, K. Kukuta, J. Skrzypek, A. Walkosz, Badania operacyjne w przyktadach
i zadaniach, Wyd. Naukowe PWN, Warszawa 2004, s. 238-241, E. Rotarescu, Mathematical mode-
ling in decision making process under conditions of uncertainty in human resources training and
development, ,,Revista Notas de Matematica™ 2011, t. 7(1), nr 303, s. 49-54.

> E.K. Zavadskas, L. Ustinovichius, F. Peldschus, op. cit., s. 265-266.

¢ C. Ioan, C.A. Ioan, A. Toan, New Methods in Mathematical Management of Organization,
,»Acta Universitatis Danubius: Oeconomica” 2008, nr 1, s. 34-43.
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Kiedy kryteria nie rozstrzygaja, ktora z decyzji jest optymalna, mozna wyko-
rzysta¢ jako dodatkowe kryterium odchylenie §redniokwadratowe’. W praktyce
przed wykorzystaniem kryteriow decyzyjnych stosuje si¢ czasem normalizacje,
czyli przeksztalcenie tabeli (macierzy) zyskow do wartosci z pewnego okres$lone-
go przedziatu (np. [0,1]). Takimi przeksztalceniami sg: normalizacja wektorowa
van Defta i Nijkampa, liniowa normalizacja Weitendorfa, normalizacja Jiittlera-
-Kortha, nieliniowa normalizacja Peldschusa i wspotpracownikow, normaliza-
cja logarytmiczna Zavadskasa i Turskisa®. Warto zastosowac¢ normalizacje, gdy
specyfika oprogramowania decyzyjnego ma pewne ograniczenia zakresu liczb,
lub w celu przeksztalcenia réznych jednostek do cech niemianowanych. Nalezy
zaznaczy¢, ze przeksztatcenia (zwlaszcza nieliniowe) moga wptywaé na wynik
rozwigzania z roznych kryteriow decyzyjnych.

Szerzej rozpatrywane w pracy kryterium Hurwicza opiera si¢ na wykorzysta-
niu wspoétczynnika optymizmu i pesymizmu. Wspotczynnik optymizmu a okresla
poziom nadziei decydenta na uzyskanie jak najlepszego wyniku. Wspotczynniki
optymizmu i pesymizmu stanowig dopetnienie i sumuja si¢ do 100%. Im wigk-
szym optymistg jest decydent, tym mniejszy wspotczynnik pesymizmu, okre$lany
jako (1 — a). Decydent powinien ustali¢ wspotczynnik optymizmu « na podstawie
indywidualnych przestanek.

Decyzje podejmuje si¢ na podstawie wybranego wspotczynnika optymizmu
w nastgpujacy sposob: najwiekszy zysk (uzyteczno$¢) mnozy si¢ przez wspot-
czynnik optymizmu, a najmniejszy — przez wspotczynnik pesymizmu. Nastepnie
na podstawie sumy tych dwoch iloczynéw wybiera si¢ maksymalng warto$¢ i od-
powiadajaca wynikowi decyzje.

W artykule zaproponowano nowe kryterium bazujace na algorytmie Hurwi-
cza, pozwalajace na wybor decyzji przy nieznanym wspotczynniku optymizmu.
Czgstym problemem pojawiajacym si¢ przy zastosowaniu tego kryterium jest do-
bor wspotczynnika optymizmu decydenta. Przedstawiong metod¢ mozna wyko-
rzysta¢ jako algorytm wspierajacy wybor tej zmienne;.

1. Kryterium Hurwicza

Strategia dziatania kryterium Hurwicza zostata opisana ponizej w sposob for-
malny. W tym celu wykorzystano nastgpujace oznaczenia:

— dec,—i-ta decyzja i € [1,...,n] (n — liczba decyzji),

— stan, — j-ty stan natury, przy czym j € [1,...,m] (m — liczba stanow natury),

7 C.A.Toan, G. loan, A method of choice of the best alternative in the multiple solutions case in
the Games Theory, ,,Journal of Accounting and Management” 2011, t. 1, nr 1, s. 3.

8 E.K. Zavadskas, Z. Turskis, 4 New Logarithmic Normalization Method in Games Theory,
,HInformatica” 2008, t. 19, nr 2 (Institute of Mathematics and Informatics, Vilnius), s. 305-306.
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- zyskij — zysk dla i-tej decyzji przy j-tym stanie natury (macierz ztozona
z elementow zyskl,j nazywana jest macierza wyptat) (tab. 1),

— max, — warto$¢ maksymalna i-tej decyzji (formalnie max, = max|zysk,, zy-
sk,..., zysk, 1),

— min,— warto$¢ minimalna i-tej decyzji (min, = min|[zysk,,, zysk,,..., zysk, ).

Tabela 1. Uogolniona macierz wyptat dla problemow decyzyjnych

stan, stan, e stan
m
dec, zysk,, zysk,, zysk,,
dec, zysk,, zysk,, . zysk,,
dec, zysk,, zysk,, . zysk,

Zro6dto: opracowanie wiasne.

Kryterium Hurwicza polega na wyznaczeniu wielkosci d, odpowiadajace;j
kazdej (i € [1,...,n]), decyzji dec,, korzystajgc z nastgpujacego wzoru:

d = amax, + (I —a) min, )

1

gdzie a € [0, 1] oznacza wspdlczynnik optymizmu wybrany przez decydenta. De-
cyzja optymalna w sensie kryterium Hurwicza zostanie okreslona przez warto$¢
maksymalng wielko$ci d.

Warto zauwazy¢, ze w niektorych przypadkach pewna decyzja jest zdomi-
nowana przez inng’. Decyzje zdominowane to takie, ktorych wartosci zyskow sg
mniejsze od decyzji dominujacej. Sprawia to, ze niezaleznie od wyboru kryte-
rium decyzja zdominowana nigdy nie zostanie wybrana, dlatego dla uproszczenia
obliczen odrzuca si¢ decyzje zdominowane jeszcze przed rozpoczeciem procesu
decyzyjnego.

Analogicznie, gdy podejmuje si¢ decyzj¢ tylko na podstawie kryterium Hur-
wicza, rowniez warto wskaza¢ decyzje, ktore nigdy nie beda wybrane. Ponie-
waz algorytm Hurwicza korzysta jedynie z warto$ci maksymalnych i minimal-
nych, warunek odrzucenia decyzji zdominowanych bgdzie mniej restrykcyjny niz
w przypadku ogélnym (wystarczy bowiem odnies¢ si¢ do warto$ci maksymalne;j
1 minimalnej). Postac takiej decyzji jest nastepujaca:

Definicja 1 (zdominowanej decyzji Hurwicza)

Niech bgdg dane dwie decyzje dec_ i decy. Decyzj¢ dec_ nazywamy zdomino-
wang w sensie Hurwicza przez dec wtedy i tylko wtedy, gdy:

° Badania operacyjne, op. cit., s. 237.
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I max > max i min, > min_ oraz

II: (max, < max ) lub (min < min -
gdzie: max_1i min_— warto$¢ maksymalna i minimalna decyzji dec_oraz max,
i min, — wartosé maksymalna i minimalna decyzji dec,

Warunek I oznacza, ze dla dowolnego Wspolczynnlka optymizmu o decyzja
zdominowana nigdy nie moze zosta¢ wybrana. Na rysunku 1 zostal pokazany
przyktad, w ktérym warto$¢ kryterialna dana wzorem (1) dla decyz;ji decy jest za-
wsze wigksza od warto$ci dla decyzji dec , w takiej sytuacji kryterium Hurwicza
zawsze wskaze dec . Zatem niezaleznie od wyboru wspétczynnika optymizmu o
decyzja oznaczona jako dec_jest zdominowana i nigdy nie bedzie wybrana.

d(a) A

max,

max,

min,,

min

,_._____________________
v

0

Rysunek 1. Przyktad decyzji dominujacej (dec,) oraz zdominowanej (dec, ), wykres zalezno$ci
funkcji kryterialnej d wzor (1) w zaleznosci od wspotczynnika o

Zrodto: opracowanie wiasne.

Warto zwroci¢ uwagg, ze warunek Il nie jest rtownowazny dec, < dec, gdyz
dwie decyzje moga mie¢ identyczne warto$ci maksymalne i minimalne, natomiast
r6zni¢ si¢ pozostatymi. Warunek II zostat wprowadzony w celu odrzucenia sytu-
acji, w ktorych dwie decyzje majg identyczne warto$ci minimalne i maksymalne.
Z punktu widzenia kryterium Hurwicza obie decyzje sg jednakowo korzystne,
trudno wiec wskazaé, ze jedna jest bardziej rentowna od drugie;j.

Dla uwarunkowania opisanego wyzej (dwie decyzje o identycznych warto-
$ciach maksymalnej i minimalnej) dobrym kryterium weryfikujacym, ktora z de-
cyzji jest lepsza, jest kryterium Laplace’a. Pokaze ono, ktéra z decyzji ma wigksza
sumaryczng warto$¢ zyskdw z pozostatych stanow natury, czyli wartosci znajdu-
jace si¢ migdzy maksymalng a minimalng warto$cig rowniez zostang wzigte pod
uwage.
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2. Kryterium Hurwicza
dla réznych wspoélczynnikow optymizmu o

W praktyce, kiedy decydent wykorzystuje kryterium Hurwicza, jeszcze przed
rozpoczgciem obliczen powinien wyrazi¢ swoja sktonno$¢ do ryzyka w postaci
wspotczynnika optymizmu o. Standardowe podrgczniki do badan operacyjnych
podejmujace temat gier z naturg', nie podaja jednak zadnych przestanek co do
wyboru warto$ci wspotczynnika. W literaturze przyktadem wyboru wspotczynni-
ka optymizmu jest ustalenie skali od 0 do 1 migdzy wartoscig minimalng a mak-
symalng mozliwego do osiggnigcia zysku, a nastgpnie ustalenie akceptowalnego
zysku i przeliczenie go do przyjetej skali'l. Jednak nawet jesli decydent potrafi
jednoznacznie wyrazi¢ swojg awersj¢ badz upodobanie do ryzyka w postaci licz-
bowej, wybdr nie zawsze musi by¢ trafny.

W celu zbadania wptywu wspotczynnika optymizmu na wynik dziatania kry-
terium Hurwicza zostanie rozwazony nast¢pujacy przyktad. Decydent wybrat
wspotczynnik o = 30%, co zdeterminowato wybor decyzji B. Przeprowadzono
jednak analizg ciggla dla wspotczynnika optymizmu w przedziale od 0% do 100%
i okazalo sig¢, ze dla zadanego przypadku jest:

a € [0%, 29,99%], to kryterium Hurwicza typuje decyzje A,

0 €[29,99%, 30,01%], to kryterium Hurwicza typuje decyzje B,

a €[30,01%, 100%], to kryterium Hurwicza typuje decyzj¢ C.

Zatem gdyby decydent wybral wspotczynnik optymizmu 29,98% lub 30,02%,
zdeterminowaloby to wybor odpowiednio decyzji A i C. Wobec tego niewielka
zmiana wspotczynnika optymizmu istotnie wptywa na wybor decyzji. Natomiast
w przypadku decydenta — umiarkowanego optymisty, ktory wybrat wspotczynnik
sktonnosci do ryzyka na poziomie 70%, wida¢, ze nawet gdyby ustali¢ 20-proc.
margines btgdu — rozbieznosci od tej wartosci, to i tak kryterium wskaze decyzje
C. Wynik otrzymany dzigki kryterium Hurwicza dla wartosci 70% jest duzo bar-
dziej jednoznaczny i wartosciowy niz ten dla o okoto 30%. Warto zatem przepro-
wadzi¢ analize wspolczynnika o na calym przedziale wartoSci w sytuacji, gdy:

— brak jakichkolwiek przestanek co do wyboru wspotczynnika optymizmu,

— znany jest wspotczynnik optymizmu, natomiast analiza dokonywana jest
w celu uwiarygodnienia wyniku badz wychwycenia sytuacji, w ktorej drobna
zmiana wspotczynnika powoduje inny wybor decyzji.

Warto zwroci¢ uwagg, ze w powyzszym przyktadzie przedziaty wspotczynni-
ka optymizmu sg domknigte i nachodzg na siebie. Wynika to z tego, ze warto$ci d,

107, Jedrzejezak, K. Kukuta, J. Skrzypek, A. Walkosz, op. cit., s. 238-241; Badania operacyj-
ne, op. cit., s. 158-161.
11" Z. Redziak, op. cit., s. 13.
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(por. wzor (1)) sa sobie rowne na granicach przedzialow (w punkcie o = 29,99%
jestd, = d, oraz dla a = 30,01% odpowiednio d, = d ), zatem w tych punktach
kryterium Hurwicza nie rozstrzyga, ktora decyzja jest optymalna.

W literaturze zwraca si¢ uwage na punkty, w ktorych drobna zmiana wspot-
czynnika optymizmu powoduje zmiang decyzji jako wartosci powodujace niesta-
bilno$¢ rozwigzania'?. Dlatego zamiast analizowaé ustalony wspotczynnik opty-
mizmu, lepiej dokona¢ przegladu na pewnym interwale.

W celu okreslenia wptywu wspotczynnika o na proces decyzyjny nalezy prze-
analizowa¢ wielko$¢ d; dang wzorem (1). Aby wskaza¢ zalezno$¢ d, od wspot-
czynnika a, zostanie ona opisana w postaci funkcyjnej:

d(a)=a a+b, (2)
gdzie:
a, = max,—min, b =min. 3)

Funkcja liniowa d(a) dla i-tej decyzji taczy punkty o wspotrzednych (0, min,)
i (1, max,) w przedziale a € [0,1]. Warto$¢ maksymalna funkcji d (a) po wszyst-
kich decyzjach i dla dowolnego wspotczynnika optymizmu a ze wskazanego prze-
dzialu odzwierciedla wynik kryterium Hurwicza. Dziatanie kryterium Hurwicza
na podstawie funkcji kryterialnej d (@) zostato zilustrowane na rysunku 2. Kryte-
rium wskazuje na decyzjg, dla ktorej d (o) jest wigksze. Mozna zatem odczyta¢
z wykresu, ze dla a € [0, a,l optymalna jest decyzja dec , natomiast w zakresie
a€fa, 1] decyzja decy.

Punkt, ktéry rozgranicza dwa przedziaty, oznaczony jako a,,mozna odnalezc,
znajdujac punkt przecigcia si¢ dwoch prostych d (a) 1 jest on wyrazony wzorem:

o, = (b,—b)a, — ay) = (miny —min )/( max_— max, + min, — min ) 4)

Dodatkowo funkcja kryterialna d (o) ma nastgpujgce wiasnosci:

— wiasnos¢ 1: d () jest funkcjg niemalejgcg; oczywiste jest, ze dla dowol-
nej funkcji max, > min,, zatem zgodnie z wzorem (3) wspofczynnik kierunkowy
a, = max,—min, > 0;

— wlasno$¢ 2: rozwazmy dwie niezdominowane decyzje dec , decy oraz odpo-
wiadajace im funkcje kryterialne: d () i dy(a). Jesli max_> max , to funkcje linio-
we d (a) i dy(a) muszg przeciaé si¢ w przedziale o € [0,1], dodatkowo spetniona
jest zaleznos¢ min_ < min,,

Interpretacj¢ wlasnosci 2 mozna wyrazi¢ w formie graficznej. Warto zauwa-
zy¢, ze od dwoch decyzji zada sig, aby nie byly zdominowane, zatem odrzuca si¢

12 R. Guillaume, G. Marques, C. Thierry, D. Dubois, Seeking stability of supply chain manage-
ment decisions under uncertain criteria, 9" International Conference of Modeling, Optimization and
Simulation — MOSIM’12, Bordeaux 2012, s. 2.
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d(a) A

min,

min,,

>
>
a

Rysunek 2. Wykresy zaleznosci funkcji kryterialnej d(a)) wzor (1) w zaleznos$ci od wspotczynnika
optymizmu a z zaznaczonymi decyzjami dec, i dec,, punkt przecigcia w o,

Zroédto: opracowanie wlasne.

sytuacje przedstawiong na rysunku 1. Ponadto wiadomo, ze warto$ci maksymalne
obu decyzji r6znig si¢ od siebie, dlatego mozliwe sg tylko dwie sytuacje przedsta-
wione na rysunku 3.

'y A
d(a)

A
d(a)

max,

max,

min,,

min, = min,

min,

>
L

a 0

1

Rysunek 3. Wykresy zalezno$ci funkceji kryterialnej d(a) wzor (1)
w zaleznosci od wspélezynnika optymizmu a. Decyzje dec i dec przecinajg si¢:
w przedziale o, € (0,1) wykres lewy; przy a = 0 wykres prawy

Zrodto: opracowanie wiasne.

Lewy wykres przedstawia przecinajgce si¢ decyzje dec, dec . Skoro zostato
zalozone, ze max_> max, to w konsekwencji powstaje zaleznosé min_ < min .
Natomiast warunek rowno$ciowy powstaje ze skrajnego przeciecia si¢ decyzji
w punkcie o = 0 (rys. 3 prawy), czyli jesli max_> max , to min = min . Z polacze-
nia tych dwoch zaleznosci powstaje wlasnos¢ 2.



Rozszerzone kryterium Hurwicza podejmowania decyzji... 205

Twierdzenie 1. Uszeregowanie decyzji niezdominowanych (funkcji d(a))
wedtug niemalejacych wspotezynnikow max, ustawia w rosnacej kolejnosci funk-
cje kryterialne zgodnie ze wspotczynnikiem kierunkowym a. W ujeciu matema-
tycznym jesli dla zbioru decyzji dec; i € [1,...,n] 1 odpowiadajgcych im funkcjom
d(a) jest

max, < max,<max, < ... <max, , < max, (5)
n—1 n

to
a,<a,<a,<..<a_ <a. (6)

Dowod powyzszego twierdzenia jest nastgpujgcy: niech zbior decyzji dec,
zostanie uszeregowany analogicznie do wzoru (5):

max, <Smax,< ... <max <max_< ... <max,_, <max, (7)
y x n—1 n

z powyzszego uszeregowania do dalszych rozwazan zostang wybrane dwie de-
cyzje o indeksach x i y. Powotujac si¢ na wlasno$¢ 2, mozna zapisac, ze jezeli
max, < max, to min > min,, jesli dodatkowo oznaczy si¢ A = min —min,, to jest,
ze A > 0. Od lewej strony zaleznosci max, < max_mozna bez straty ogdlnosci od-
ja¢ dowolna liczbe wicksza lub rowng 0, np. A. Zatem max, — A < max, dalej jest
spetnione, a wigc powstaje max, —min_ < max_— min,. Udato si¢ zatem pokazac,
ze jesli max, < max., to max, — mzn < max —min_. Aby rozszerzy¢ zaleznos¢ do
relacji mnleJ szy rowny jak we wzorze 7, nalezy rozpatrzyc uwarunkowanie, gdy
max, = max,. Zaleznos¢ taka przedstawia rysunek 4. W celu zachowania konse-
kwencji, analogicznie do rysunku 3 (lewy wykres), warto$¢ min_jest wigksza niz
min .

d(a) A

max, =

max,,

min,,

min,

[ il

0

Rysunek 4. Wykres zaleznosci funkcji kryterialnej d(a) wzor (1)
w zaleznosci od wspotczynnika optymizmu a. Decyzje dec i dec przecinajg sig¢ w o= 1

Zrddto: opracowanie wlasne.
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Zgodnie z rysunkiem 4 rownanie max_= max implikuje, ze min > min, dla-
tego —min < —min_, a skoro warto$ci maksymalne sg sobie réwne, o max, —min,
< max_— min_. Podsumowu]qc jesli max < max, to max — min < max_— min,.

Analog1czne rozumowanie mozna przeprowad21c dla dowolne] pary nierow-
nosci ze wzoru (7). Zaleznos¢ (7) rozszerza si¢ zatem do postaci:

max,—min, < ... < max —min < max_—min_< ... < max —min,. ()
y y X X n n

Ze wzoru (3) wynika, ze r6znica miedzy warto$cig maksymalng a minimalng
okresla wspotczynnik kierunkowy prostej d(a), dlatego po podstawieniu (3) do
(8) powstaje:

a,<..<a<a<..<a, )
co konczy dowdd.

Warto zwréci¢ uwagg, ze warunek max_ > max, z wlasno$ci 2 gwarantuje, ze
dwie funkcje decyzyjne beda sie rdznity. Dlatego przed przystagpieniem do ob-
liczen z wykorzystaniem kryterium Hurwicza decydent powinien oprocz decy-
zji zdominowanych usungc¢ tez decyzje, ktore majg identyczne warto$ci (max_=
max , min_= min ) Nawet jesli decyzje roznia si¢ pozostalymi warto$ciami, to
kryterlum ‘Hurwicza nie rozstrzygnie, ktory wybor bedzie lepszy, gdyz bierze pod
uwage tylko wartos$ci skrajne.

Warto doda¢, ze uwarunkowania skrajne z rysunku 4 (max_= maxy) oraz lewy
wykres rysunku 2 (min_= min ) nie maja praktycznego zastosowania z punktu wi-
dzenia kryterium Hurwicza, a jedynie do poprawnego przeprowadzenia dowodu.
W obu sytuacjach zawsze jedna z decyzji dominuje, natomiast w punkcie prze-
cigcia kryterium Hurwicza nie rozstrzyga, ktora z decyzji jest optymalna. Zatem
decyzje w taki sposob zdominowane mozna odrzuci¢ jeszcze przed rozpoczgciem
analizy.

Konsekwencja twierdzenia 1 jest wtasno$¢ zilustrowana na rysunku 5. Punkty
o, oznaczajg potozenia przecig¢ funkcji kryterialnych d (o) i dj(a) odpowiednio dla
decyzji dec,, decj. Warto zauwazy¢, ze cho¢ dec, ma punkty wspolne ze wszyst-
kimi innymi funkcjami kryterialnymi, to przy uszeregowaniu zawsze pierwsze
przeciecie wskazuje na zmiane decyzji w kryterium Hurwicza.

Konsekwencjg twierdzenia 1 jest to, ze dla dowolnej dec, wskazanej przez
kryterium Hurwicza, aby okresli¢ koniec przedzialu wspotczynnika optymizmu
% sugerujgcej wybor decyzji dec, i przejscie do nastgpnej decyzji decj w kolej-
nosci, wystarczy znalez¢ najblizsze (z prawej strony) przecigeie dec, z kolejng
decyzjg dec,.



Rozszerzone kryterium Hurwicza podejmowania decyzji... 207

A

d(a)

»
»

0 1 ao

Rysunek 5. Wykres zaleznosci funkcji kryterialnej d(a) wzor (1) w zaleznosci od wspdtczynnika
optymizmu a. Decyzje sg pouktadane zgodnie z rosngcymi wspdtczynnikami kierunkowymi

Zroédto: opracowanie wlasne.

3. Algorytm rozszerzonego kryterium Hurwicza

Idea i procedura rozszerzonego kryterium Hurwicza jest opisana nastgpujaco:

1. Z kryterium Hurwicza wylicz, na ktora decyzje wskazuje wspolczynnik
optymizmu a z catego przedziatu od 0 do 1. Wynik zapisz w postaci:

a € [0, a,] wskazuje na decyzjg dec,,

a € [a,, a,] wskazuje na decyzj¢ dec,,

a € [a,_,, 1] wskazuje na decyzj¢ dec,.

2. Wybierz decyzje z najwigkszym przedziatem wspodtczynnika optymizmu.

Krok pierwszy rozszerzonego kryterium Hurwicza wykonamy za pomocg al-
gorytmu, ktorego wejsciem, podobnie jak kazdej innej gry z naturg, jest macierz
wyplat (tab. 1), natomiast wyjsciem — zbior przedziatlow wartosci wspotczynnika
optymizmu z przypisanymi decyzjami. Algorytm sktada si¢ z nastepujacej se-
kwencji krokow:

Algorytm wyliczania przedziatow:

1. Uporzadkuj decyzje wedtug wartosci maksymalnych (max) od najmnie;j-
szej do najwigkszej, tworzac wektor uszeregowanych decyzji [dec , dec,, ..., dec ].

2. Stworz tabelg pomocniczg (tab. 2) wymiaru n x n, gdzie n oznacza liczbe de-
cyzji (wymiar tabeli z nagtowkami to n + 1 X n + 1). Punkty przeci¢¢ poszczegol-
nych decyzji wyrazajg si¢ wzorem a, = (min, — min )/(max, — max, + min,— min,).
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Tabela 2. Pomocnicza tabela rozszerzonego kryterium Hurwicza,
pokazujaca wspotrzedne o przecigé funkcji d(a) dla odpowiednich decyzji dec, a’ecj
decyzje dec dec dec, dec dec
n-1 n
> X
de(/[ a12 al] aI,H-[ aln
» X X
decz a23 az,n-[ aZn
X X X
dec3 a3,n-[ a3n
dec X X X X o
n-1 n-1,n
dec X X X X X
n

Zrodto: opracowanie whasne.

3. Analizg tabeli 2 zacznij od decyzji pierwszej (dec, = dec,), czyli wiersza
pierwszego (w = 1). Wspotrzedna okreslajacg poprzednie przecigcie ustaw na 0
op 0). Wyzeruj zbior rozwigzan.

4. W tabeli 2 znajdz minimum w wierszu w (dec, ), przez a,, 0znacz warto$¢
minimalng. Jesli warto$¢ najmniejsza powtarza si¢, to za a, wybierz t¢ z kolumny
najbardziej po prawej (j — nr kolumny, w — nr wiersza). Natomiast pozostate war-
tosci minimalne (j* — nr kolumny) dodaj do zbioru rozwigzan:

a=a, wskazuje na decyzje decj,.

Nastepnie do zbioru rozwigzan dodaj przedziat:
a€la,a.l wskazuje na decyzj¢ dec, .

Jesli nie koniec j < n (sg jeszcze wiersze), to przejdz do wiersza j (w = j), po-
przedniemu przecigciu przypisz %y = O Natomiast gdy koniec j = n (przejscie
do ostatniego wiersza), to do zbioru rozwigzan przypisz:

a€fa,, 1] wskazuje na decyzj¢ dec, .

W wyniku dziatania algorytmu otrzymujemy sekwencj¢ przedziatdéw wspot-
czynnika optymizmu ze wskazaniem odpowiednich decyzji. Poprawno$¢ jego
dziatania wynika bezposrednio z twierdzenia 1. Uporzadkowanie wedlug warto-
sci maksymalnych gwarantuje, ze dla danej prostej decyzyjnej (dec,) d, (o) naj-
mniejsze oo wskazuje na przej$cie kryterium na kolejna decyzje (por. rys. 5), co
wyjasnia ide¢ dziatania algorytmu (kroku 4.).

Krok 1. to utozenie decyzji wedlug rosngcych warto$ci maksymalnych, co jest
warunkiem skorzystania z twierdzenia 1. W kroku 2. zostajg zestawione punkty
przecig¢ poszczegdlnych prostych. Tabela 2 jest symetryczna wzgledem elemen-
tow na glownej przekatnej, dlatego wystarczy uzupeti¢ elementy nad gtownag
przekatng. Symetria wynika z tego, ze niezaleznie od wyboru kolejnosci prostych
do obliczania, przetng si¢ one w tym samym punkcie. Krok 3. okres§la warunki
poczatkowe: start od pierwszej decyzji i poczatek pierwszego przedziatu na 0.
W rozwigzaniu zawsze musi pojawic si¢ decyzja dec, (0 najmniejszym maksi-
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mum) i decyzja dec, (o najwigkszym maksimum), co determinuje pojawienie sig
przedziatow a € [0, o] i o € [a, 1] (krok 3 i 5). Krok 4. wskazuje, ze kolej-
ng decyzja jest ta, ktéra ma najmniejszy punkt przeciecia z aktualnie rozwazang
(twierdzenie 1). W kroku 4 zostata uwzgledniona sytuacja, gdy pojawia si¢ kilka-
krotnie ta sama warto$¢ minimalna (uwarunkowanie to zostato ukazane na rys. 6).
Punkt o, = a,= a, jest miejscem, gdzie kryterium Hurwicza nie rozstrzyga, ktéra
z decyzji jest najlepsza. Dlatego nalezy albo zaznaczy¢ brak rozstrzygniecia, albo
wskazaé, ze dla danego wspotczynnika optymizmu a, kryterium wskazuje rowno-
czesnie na kilka decyzji. Zgodnie z rysunkiem 6 jest: a € [0, a,], to dec, o = o,
to dec,, o = a,, to dec,, a. € [aij, 1], to decj. Tak tez zostato to zapisane w kroku 4.

A

d(a)

dec,

/ dec,

dec,

1

v

1

0 ij ik il

Rysunek 6. Wykresy zaleznosci funkcji kryterialnej d(a) wzor (1) w zalezno$ci od wspotczynnika
optymizmu a. Decyzje dec, dec/., dec,, dec, przecinaja si¢ w tym samym punkcie

Zrddto: opracowanie wlasne.

Warunek stopu (krok 5.) wynika bezposrednio z analizy tabeli 2 — przejscie
do wiersza n oznacza koniec, poniewaz dana decyzja nie przecina si¢ juz z zadna
inng z prawej strony.

Zaletg algorytmu wykorzystujacego twierdzenie 1 jest prostota implementa-
cji w systemach komputerowych. Podobne rozwigzanie mozna uzyska¢ metoda
graficzna, przez poréwnanie poszczegolnych funkcji decyzyjnych d(a) z funkcjg
fa) = max[d (@), d(a),..., d (a)] przy o € [0, 1]. Rozwigzanie takie bedzie zado-
walajace zaleznie od ustalonego marginesu btedu. Formalnie w celu wskazania
komputerowi, ktoére wspotczynniki optymizmu wskazuja na jakie decyzje o in-
deksie i, trzeba by rozwigzac a ¢ f(a) v d(a) lub dokona¢ skomplikowanej analizy
przecigc¢ poszczegolnych prostych kryterialnych. Implementacja opisanego wyzej
postepowania w jezyku programowania niskiego poziomu jest bardzo skompliko-
wana, dlatego lepiej skorzysta¢ z algorytmu wyliczania przedzialow bazujacego
na twierdzeniu 1.
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4. Zastosowanie rozszerzonego kryterium Hurwicza
w logistyce

Problemy decyzyjne pojawiaja si¢ w gtdéwnych dziedzinach logistyki, takich
jak: zarzgdzanie logistyczne, transport i magazynowanie. Wérod nich istnieje wie-
le obszarow, w ktorych nalezy dokonywaé wyborow, np. informatyzacja, obstuga
klientow, zarzadzanie zapasami, zaopatrywanie firmy, dystrybucja, edukacja lo-
gistyczna, wybor rodzaju i srodkow transportu, bezpieczenstwo transportu, mo-
nitorowanie ruchu, obstuga odbiorcow, wybdr liczby, kosztow, kubatury, formy
wilasnosci, lokalizacji, organizacji i wyposazenia magazynow'?.

Rozwazmy prosty przyktad wyboru $rodka transportu. Zatozmy, ze decydent
w matej firmie logistycznej musi podpisa¢ umowe z dostawca, ale nieznana jest
liczba przesylanych materiatdw w zaktadanym czasie. Decydent dysponuje je-
dynie szacunkowymi zyskami (wyrazone w tys. zt) uzaleznionymi od wyboru
dostawcy 1 standw natury — wielkoSci przesytanego zamowienia. Dane zostaty
zestawione w tabeli 3.

Tabela 3. Macierz wyptat dla rozpatrywanego przyktadu wyboru $rodku transportu

Wielko$¢ zamowienia
Dostawcy
ponad 10000 ton | ponad 8000 ton | ponad 6000 ton | ponad 4000 ton
A 60 30 35 10
B 50 45 45 20
C 40 40 40 40

Zrodto: opracowanie wiasne.

Kryterium Laplace’a, ktore w praktyce jest $rednig arytmetyczng, nie roz-
strzyga, czy wybra¢ decyzj¢ B, czy C ($rednia wynosi 40). Rozwigzania nie uzy-
skuje si¢ takze, korzystajac z kryterium Savage’a, dlatego decydent zdecydowat
si¢ rozstrzygna¢ wynik rozszerzonym kryterium Hurwicza (nie jest znany wspot-
czynnik optymizmu).

Najpierw zostanie wykorzystany algorytm wyliczania przedziatow. W pierw-
szym kroku nalezy utozy¢ decyzje rosnagco wedtug wartosci maksymalnej: jest
max , = 60, max, = 50, max . = 40, zatem spetniajg okreslony porzadek. Nastepnie
nalezy stworzy¢ tabelg pomocniczg z punktami przecigé (tab. 4) (wartosci prze-
cig¢ — wzor (4)).

W wierszu 1 warto$cig minimalng jest 0,5, zatem do rozwigzania dodaje si¢
przedziat o € [0; 0,5], co wskazuje na decyzj¢ dec,. Poniewaz 0,5 znajduje si¢ w

13 E. Chylak, Logistyka matych i srednich przedsigbiorstw, ,,Zeszyty Naukowe Wyzszej Szkoty
Celnej” 2004, nr 6, s. 3.
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Tabela 4. Pomocnicza tabela rozszerzonego kryterium Hurwicza

dla rozpatrywanego przyktadu

Decyzje dec, dec, dec,.
dec, X 0,5 0,6
dec, X X 0,6(6)
decc X X X

Zrddto: opracowanie wlasne.

kolumnie 2., nalezy przej$¢ do 2. wiersza. W wierszu 2. warto$¢ minimalna to
0,6(6) zatem kolejnym przedzialem rozwigzania jest a € [0,5; 0,6(6)], co wskazu-
je na decyzje dec,. Poniewaz 0,6(6) znajduje si¢ w kolumnie 3., nalezy przejs$¢ do
3 wiersza, jako Ze nie ma juz wigcej przecig¢ nalezy zakonczy¢ dziatanie procedu-
ry dodajgac a € [0,6(6); 1], co wskazuje na decyzj¢ dec .. Podsumowujac:

— a €[0; 0,5] wskazuje na decyzje dec ,

— a €[0,5; 0,6(6)] wskazuje na decyzj¢ dec,,

— a €[0,6(6); 1] wskazuje na decyzjg dec,.

Najszerszy przedzial wspotczynnika optymizmu wskazuje na decyzje A, za-
tem strategig rozszerzonego kryterium Hurwicza jest decyzja A. Szczegotowe ze-
stawienie kolejnych krokow algorytmu wyliczenia przedzialdow wraz z opisem
zmiennych zawiera tabela 5.

Tabela 5. Zestawienie kolejnych krokow algorytmu wyliczania przedziatow
dla rozpatrywanego przyktadu

Kroki Formalne wyliczenia

Krok 1 |max, = 60 > max, = 50 > max,, = 40, stad ustawienie decyzji: dec , dec , dec,

Krok 2 |a,, = (min,—min,)/(max, —max, + min,—min ) = (20 — 10)/(60 - 50 +20 - 10) = 0,5
a,. = (min.—min )/(max, —max. + min —min )= (40 — 10)/(60 — 40 + 40 — 10) = 0,6
@, = (min.—min,)/(max,—max .+ min .—min,) = (40 - 20)/(50 — 40 + 40 - 20) = 0,6(6)

Krok3 (w=/1La =0

‘pop.
Krok 4 | Minimum z wiersza w = 1 to 0,5, stad kolumna j = 2, a, =a,= 0,5, dlatego rozwia-

zanie: a € [apop, aw,] = [0; 0,5] wskazuje na decyzj¢ dec, = dec,

Krok 5 | Sprawdzenie warunku stopu j =2 < n = 3 zatem krok 4,
ustawienie zmiennych: %, =0, = 0,5, w=2

Krok 4 |Minimum z wiersza w = 2 to 0,6(6), stad kolumna j = 3, o, =0, = 0,6(6), dlatego
rozwigzanie: o € [, o ] = [0,5, 0,6(6)] wskazuje na decyzj¢ dec, = dec,

pop’ "y

Krok 5 | Sprawdzenie warunku stopu j = 3 € n = 3, zatem koniec,
dodanie rozwiazania: o € [a,, 1]1= [0,6(6), 1] wskazuje na decyzj¢ dec, = dec,

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Podsumowanie

W artykule przedstawiono rozszerzone kryterium Hurwicza, dziatajace na
podstawie jego standardowego wariantu znanego z teorii gier. Wybor decyzji
przyjmuje posta¢ bezparametryczng w stosunku do oryginalnej wersji. Decy-
dent nie musi zna¢ wspotczynnika optymizmu, natomiast kryterium wskazuje na
przedzialy tego parametru i odpowiadajace im wyniki. Najwickszy z przedziatow
wskazuje na strategie, jaka powinien przyja¢ decydent. Esencja przedstawionej
metody jest algorytm wyliczania przedzialow opierajacy si¢ na przedstawionych
w pracy wilasno$ciach. Twierdzenie 1 pokazuje, ze uszeregowanie decyzji wedlug
rosngcych wartosci maksymalnych kazdej kolejnej decyzji daje utozenie, w kto-
rym najblizsze przeci¢cie prostej decyzyjnej powoduje przejscie do kolejnej decy-
zji (por. rys. 5). Wykorzystanie tego spostrzezenia znacznie upraszcza wyliczenie
przedzialéw wskazujacych na poszczegdlne decyzje.

Szersze spojrzenie na kryterium Hurwicza pozwala rowniez lepiej zrozumie¢
wpltyw wspotczynnika optymizmu na rozwigzanie oraz moze zosta¢ wykorzysta-
ne jako pomocnicze narzedzie przy wyborze warto$ci poziomu nadziei decyden-
ta na uzyskanie zysku. W przypadku nieznajomosci wspdtczynnika optymizmu
mozna zastosowac:

— rozszerzone kryterium Hurwicza w przedstawionej postaci, czyli wybrac
strategi¢ z najwickszym przedziatem wspotczynnika optymizmu,

— rozszerzone kryterium Hurwicza (algorytm wyliczania przedziatow) jako
wsparcie przy wyborze wspotczynnika optymizmu. Nawet jesli decydent nie zna
wspotczynnika optymizmu, to zapewne potrafi wskaza¢ przestanki co do jego
wartosci (pesymizm badz optymizm). Jako optymista moze sprawdzi¢ w zakresie
50-100% (pesymista 0-50%), na ktore z decyzji wskazuje kryterium Hurwicza i
na bazie tych informacji wybra¢ optymalny wspotczynnik. Formalnie skorzysta
sie¢ wiec ze standardowego kryterium Hurwicza.

W przypadku znajomosci wspotczynnika optymizmu rozszerzone kryterium
Hurwicza (algorytm wyliczania przedziatow) stuzy decydentowi jako narzedzie
do wykrywania niestabilnosci rozwigzania, czyli sytuacji, w ktérych drobna zmia-
na wspoétczynnika optymizmu wplywa na inny wybor decyzji ze standardowego
kryterium Hurwicza. Mozliwe sg trzy przypadki:

— rozwigzanie stabilne — daleko od punktéw rozgraniczajacych wybor innych
decyzji, bardzo dobre rozwigzanie, poniewaz decydent ma pewnos¢, ze w okreslo-
nym przedziale strategia jest niewrazliwa na wybor wspolczynnika optymizmu;

— rozwigzanie niestabilne blisko punktu granicznego — wybrany wspotczyn-
nik optymizmu lezy blisko punktu, ktory wskazuje na inng decyzj¢. Nalezy w ta-
kim przypadku zwigkszy¢ wspotczynnik optymizmu, jesli decydent jest optymi-
sta, badz zmniejszy¢ w przypadku pesymisty, aby uzyskaé stabilne rozwigzanie;
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— rozwigzanie niestabilne blisko kilku punktow granicznych — niewielkie
zmiany wybranego wspotczynnika optymizmu powodujg wybor innych decyzji.
Jesli decydent jest przekonany do wybranego a, to powinien przyjac rozwigzanie
ze $wiadomoscig niestabilno$ci. W przeciwnym wypadku zaleca si¢ skorzystaé
z innych kryteriow, gdyz kryterium Hurwicza daje wynik bardzo wrazliwy na
wybor parametru.

Ponadto decydent powinien zdefiniowaé pojecia ,,blisko” i ,,daleko”, czyli
okresli¢, jaki przedziat (procentowy) wspolczynnika optymizmu okreslajacy dana
decyzje jest dla niego zadowalajacy.

Zaproponowane metody majg wymiar praktyczny i mogg by¢ zastosowane
przez organizacje do wspomagania systemow podejmowania decyzji. Dodatko-
wo rozszerzone kryterium Hurwicza i algorytm wyliczania przedziatlow zostat
zaprezentowany w formie procedury, fatwej do zaimplementowania w systemach
komputerowych.
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Extended Hurwicz criterion of decision making
in logistic processes

Summary. This paper presents a new criterion for decision-making based on one of the most
popular game theories- Hurwicz criterion. Properties of the criterion function was presented and ap-
plied to the new decision-making algorithm. Hurwicz criterion may also be used as a new tactics of
selection or assessment of the optimism index in traditional Hurwicz criterion.

Key words: logistics, decision-making problems, games against nature, Hurwicz criterion,
optimism index



